Geometria analitica

12.1 GRAFICAS

Una escala numérica es una linea en la cual se marea la distancia entre puntos en términos de unidades iguales.
Las unidades son positivas en una direccion y negativas en la direccion opuesta. El origen es el punto cero desde el
cual se miden las distancias. En la figura 12-1 se muestra una escala numérica horizontal.
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La grafica mostrada en la figura 12-2 se construye mediante la combinacion de dos escalas numéricas colocadas
en angulo recto y de tal manera que coincidan sus ceros. La escala numérica horizontal se denota como el gje x, mien-
tras que la vertical es el eje y. El punto de interseccion de las dos escalas se denota como el origen.

Un punto se localiza en una gréfica mediante sus coordenadas, que son las distancias de ese punto a los ejes.
La abscisa o coordenada x es la distancia del punto al eje y. La ordenada o coerdenada y de un punto es la distancia
del punto al eje x.

Cuando se escriben las coordenadas de un punto, la coordenada x precede a la coordenada y. Asi, las coordena-
das de un punto P en la figura 12-2 se escriben como (4,3); las de @ come (—4,—-3). Nétese el uso de paréntesis.

Los cuadrantes de una gréfica son las cuatro partes delimitadas por los ejes. Los cuadrantes se enumeran como
L 1L I, IV en la direccién contraria a las manecillas del reloj.

PROBLEMAS RESUELTOS

12.1 LocALIZACION DE PUNTOS EN UNA GRAFICA

En la figura 12-3, determine las coordenadas de los puntos siguientes:
a B €@ o (& N (@ P N A
D) M (d) L {f) G ()] Q (f) s
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Soluciones
@ (22 e (0,0 @ —13-1) (©@ .3 h (©0-1)
(L) (—3.3) (d) (=4=8) ¢} =23 (hy (=2,0) G) (@40

12.2 CoorpenADAS DE PUNTOS EN LOS CUATRO CUADRANTES

¢Cuéles son los signos de las coordenadas de: (@) un punte en el cuadrante |; (b) un punto en el cuadrante II;
(¢) un punto en el cuadrante I11; (d) un punto en el cuadrante IV?. Indique cudl coordenada tiene signo y cual tiene valor
cero para un punto entre los cuadrantes: () IV y I, (f) Ly Il; (g) Il y lI; (k) Ny IV.
Soluciones

@ (++) @ ) e (+.0 @ 0
® (=) @ (+7) (f) 0. +) hy  (0,)

12.3 ,GRAFICA DE UN CUADRILATERO

Si los vértices de un rectangulo tienen las coordenadas A(3,1), B(—5,1), C(—5,—3), D(3,—3) calcule su perimetro y
su area.

Solucién

La base y la altura del rectangulo son 8 y 4 (Fig. 12-4).
Por lo tanto, el perimetro es 2b + 2h = 2(8) + 2(4) = 24, mientras que el area es bh = (8)(4) = 32.

12.4 GRAFICA DE UN TRIANGULO

Si los vertices de un tridngulo tienen las coordenadas A(4,5,—2), B(—2},—2) y €(1,5), calcule su drea.
Solucién

La longitud de la base es BA = 7 (Ver la Fig. 12-5). La altura es CD = 7, Entonces A = lbh = }7)(7) = 244
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12.2 PUNTO MEDIC DE UN SEGMENTO

; Las coordenadas (x,, ¥, ) del punto medio M de un segmento de linea que une los puntos Px,y,) ¥ Qx..y.) son:
Xy = X + X)) y Yo = oYy + ¥

En la figura 12-6, el segmento y,, es la mediana del trapezoide CPQD cuyas bases son y,, y,. Dado que la longi-

fud de una mediana es la mitad de la suma de las bases, y,, = Xy, + y.). De manera similar el segmento x,, es la me-
diana del trapezoide ABQP cuyas bases son x,.x,; por lo tanto x,, = Jx, + x.).

Fig. 12-6

PROBLEMAS RESUELTOS

'12.5 APLICACION DE LA FORMULA DEL PunTO MEDIO

Si M es el punto medio PQ, calcule las coordenadas de (a) M si las coordenadas de Py Q son P(3,4) y ((5,8);
b) Q si las coordenadas de P y M son P(1,5) y M(3,4).




b
:!:
|
|

]

246 GEOMETRIA PLANA i2

Soluciones

(@) xm=§(x,+x2}=,§(3+5}=4;ym=;{y,+ya}=%(4+8}=6.

) x, = ilx, + X,), asi que 3 = {1 + x,) por lo tanto x, = 5; ¥, = Ly, + ¥o), asl que 4 = }(5 + ¥J)
por lo que y, = 3.

12,6 DETERMINAR 5| DOS SEGMENTOS SE BISECTAN ENTRE sl
Los vértices de un cuadrilatero son A(0,0), B(0,3), C(4,3) y D(4,0).

(a) Demuestre que ABCD es un rectangulo.

(p) Demuestre que el punto medio de AC también es el punto medio de BD.

(c) ¢Se bisectan las diagonales entre si? ;Por que?

Soluciones

(a8) De la figura 12-7, AB = CD = 3, también BC = AD = 4: por lo tanto, ABCD es un paralelogramo, Dado que
[_BAD es un angulo recto, ABCD es un rectangulo.

cus)

Lz
0

Fig. 12-7

(b) Las coordenadas del punto medio de AC sonx = (0 + 4) = 2,y = 1(0 + 3) = 13 Las coordenadas del puntc
medio de BDson x = 0 + 4) = 2,y = X3 + 0) = 11 Por lo tanto, el punto (2, 1;) es el punto medio tanto
de AC como de BD.

(¢) Si, dado que los puntos medios de ambas diagonales son el mismo punto.

12.3 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

PrinciPlo 1:  la distancia entre dos puntos con la misma ordenada (o valor de y) es el valor absolute de la diferencia
de sus abscisas. (Por lo tanto, la distancia entre dos puntos debe ser posiliva.)
Agi, la distancia entre los puntos P(6,1) y Q(9.1)es 9 -6 = 3.

PRINCIPIO 2:  |a distancia entre dos puntos con la misma abscisa (o valor de x) es el valor absoluto de la diferencia
de sus ordenadas.
Asi, la distancia entre los puntos P(2.1) y Q(2,4)es 4 —1 = 3.

PRINCIFIO 3:  [a distancia d entre los puntos P (x.y,) ¥ PiXa.y.) es:

d=vVie-—xF + Wa-y) o d=+(x7+ &y
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La diferencia x, — x, se denota por el simbolo Ax; la diferencia y, — y, por el simbolo Ay. Delta (A) es la cuarta letra
del alfabeto griego y que corresponde a la d latina. Las diferencias Ax y Ay pueden ser positivas 0 negativas.

PROBLEMAS RESUELTOS

12.7 DEMOSTRAGION Y USO DE LA FORMULA DE DISTANCIA

(@) Demuestre algebraicamente la formula de distancia (principio 3).

(b) Utilice ésta para encontrar la distancia entre los puntos A(2,5) y B(6,8).
Soluciones

(@) Observe la figura 12-8. Por el principio 1, P,8 = x, — x; = Ax. Por el principio 2, P,5 = y, — ¥, = Ay. También,
en el triangule rectangulo PS5 P.:

(P.P.y = (PSP + (P.SF
o d* (X2 " x1)2 + (J"'a i yy)_z

y d=viG-—xF + 0,y

—w)

Fig. 12-8

(b) La distancia de A(2,5) a B(6,8) se encuentra como sigue:

(x,y)
B(68) =~ x, =6y, =8
AR5 ~x, =2y, =5

d? = (X, — X + (Yo — ¥,F°
d* = (6—2F + (8—5Ff =4+ 3 =25,yd=5

12.8 CALCuULO DE LA DisTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

Caleule la distancia entre los puntos: (a) (—3,5) y (1,5); (b) (3,—2) ¥ (3,4); (c) (3.4) y (6,8); (=3,2) y (9,—3).
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Soluciones
(a) Dado que ambos puntos tienen la misma ordenada (o valor de y), d = x, —x, = 1 - (-3) = 4.

(b) Dado que ambos puntos tienen la misma abscisa (o valorde x), d = y, — y, = 4 — (—2) = 6.

© d=Vl-xF+ 0 yF =B P+ B4 =VF+ & =5

@ d=vV0o—xF + 0-yF =vIEB-(9F + (3-2F =V IZ + (-5 =13

12.9  APLICACION DE LA FGRMULA DE DISTANCIA A UN TRIANGULO

{a) Calcule las longitudes de los lados de un triangulo cuyos vértices son A(1,1), B(1,4) y C(5,1).

{b) Demuestre que el triangulo cuyos veértices son G(2,10), H(3,2), y J(6,4) es un tridngulo rectangulo.
Soluciones

Observe la figura 12-9.

(a) (»)
Fig. 12-9

@ AC=5-1=84AB=4-1=53BC=~BE-1F+ (1-4) = V& + (<3¢ = 5.

B) (GJE=(6-27+ (34— 10 = 52, (HJ)? = (6—3F + (420 = 13; (GHP = (2 — 3) + (10— 2)* = 65. Dade
que (GJP + (HJP? = (GH)?, el AGHJ es un triangulo rectangulo.

12.10 APLICACION DE LA FORMULA DE DiSTanuiA A UN PARALELOGRAMO

Las coordenadas de los vértices de un cuadrilatero son A(2,2), B(3,5), C(6,7) y D(5,4). Demuestre que ABCD es un pa-
ralelogramo.
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Solucién

De la figura 12-10, se tiene:

AB = V@ -2F + 5-2F =vV12+ & =10
2 =y (097 Tl = T+ 3 =10
BC =

= V(6 -3 +(?—5}2 =V&F# + 22 =418
AD =+ (5-2F + (4-2F =

Asi, AB = CD y BC = AD. Como los lados opuestos son congruentes ABCD es un paralelogramo.

C6 - -

Fig. 12-10

12.11  APLICACION DE LA FORmuLA DE DisTANCIA A UN CiRcuLo

Un circulo es tangente al eje x y tiene su centro en el punto (6,4). ;En donde esta el punto (9,7) respecto al circulo?

Solucidn

Dado que el circulo es tangente al eje x, AQ en la figura 12-11 es un radio. Por el principio 2, AQ = 4. Por el prin-

cipio 3, BQ = V(9 — BF + (7 —4)®> =3 + 32 = +/18. Dado que ' 18 es mayor que 4, se tiene que BQ es mayor
que un radio por lo tanto B esta afuera del circulo.

12.4 PENDIENTE DE UNA LINEA
PRINCIPIO 1: 8/ una linea pasa por los puntos P,(x,,y,) ¥ PJx.y,). entonces

Ya— ¥ _ﬁr
X A

o

-
la pendiente de P,F, =

PRINCIPIO 2:  /a linea cuya ecuacion es y = mx + b tiene pendiente m.

PrinciPIO 3:  [a pendiente de una lfnea es igual a la tangente de su inclinacicn.

La inclinacién i de una linea es el angulo por arriba del eje x que esta'incluide entre la linea y la direccidn positiva
del eje x (Fig. 12-12). En la figura,

Pendiente de PP ST = tan f

El valor de la pendiente es independiente del orden como se tomen los extremos. Esto es:

- Yo = Wi Yi =¥ .
= =
Pendiente de P.P, = x, — x, X, — X, Pendiente de P,P,
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Fig. 12-11

Fig. 12-12

12.4A Pendientes positivas y negativas

PRINCIPIO4:  si una finea se inclina hacia arriba de izquierda a derecha, entonces su inclinacion i es un angulo agudo
y su pendiente es positiva (Fig. 12-13).

’ = Ay =
Pendiente de PG—H—:—+ Pendiente de PQ A_i:::_

Fig. 12-13 _ Fig. 12-14




12 GEOMETRIA ANALITICA 251

PrINCIPIO 5: s una linea se inclina hacia abajo de izquierda a derecha, entonces su inclinacidn es un angulo obtuso
¥ su pendiente es negativa (Fig. 12-14).

PRINCIPIO 6: i una linea es paralela al eje x entonces su inclinacién es de 0° y su pendiente es 0 (Fig. 12-15).

PRINCIPIO7:  si una linea es perpendicular al eje x entonces su inclinacién es de 90° y no tiene pendiente (Fig. 12-16).

¥ AW s L O {
... b= b '
az(+) W '
z' ' x ! X
~ At

i L R

; A 0 A F o :
Pendiente de PQ = A_i el Pendiente de PQ = E% =g (sin sentido)
Fig. 12-15 Fig. 12-16

12.48 Pendiente de lineas paralelas y perpendiculares

PriNciRIO 8:  las lineas paralelas tienen la misma pendiente.

En la figura 12-17, 1 1| I'; por lo tanto los dngulos correspondientes /, /' son iguales por loquetani = tani' om
= m'; donde m., m’ son las pendientes de / y ' respectivamente.

PRINCIPIO 9:  las lineas que tienen la misma pendiente son paralelas entre si. (Este es el converso del principio 8.)

Fig. 12-17 Fig. 12-18
PrINCIPIO 10:  /as lineas perpendiculares entre si tienen pendientes cuyos valores son reciprocos negativos entre si.
(Los reciprocos negativos son numeros como 2/5 y —5/2, es decir, numeros cuyo producto es —1).
Asi, en la figura 12-18, si/ L /', entonces m = —1/m omm’ = —1 donde m, m’ son las pendientes respectivas def, [,

PriINcIPIO 11:  las lineas cuyas pendientes son reciprocas negativas entre si son psrpendiculares una respecio de la
otra (esto es el converso del principio 10).

12.4€ Puntos Colineales

Los puntos colineales son aquéllos que estan sobre la misma recta. Asi, A, B, y C son puntos colineales:

Q C B A P
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PRINCIPIO 12 la pendiente de una linea recta es constante a lo largo de esa linea.

Asi, si PQ en la figura de arriba es una linea recta, la pendiente del segmento de A a B es igual a la pendiente
del segmento de C a Q.

PRINCIPIO 13: s/ /2 pendiente de un segmento entre un primer punto y un segundo punto es igual a la pendiente del
segmento entre cualesquiera de los puntos mencionados y otro tercere, entonces los puntos son colineales.

PROBLEMAS RESUELTOS

2.12 PENDIENTE E INCLINACION DE UNA LiNEA

(@) Calcule la pendiente de la linea que pasa por (—2,—1) y (4,3).

(b) Calcule la pendiente de la linea cuya ecuacién es 3y — 4x = 15.
() Calcule la inclinacién de la linea cuya ecuacion es y = x + 4.

Soluciones

I Ys = ¥y 3= (1) 2
(g} Del principio 1, m = X—% &—(23 3

(b) Se puede escribir 3y — 4x = 15 como ¥

35X + 5, porloguem =}

(¢) Dadoquey = x + 4, se tiene que m = 1; por lo que tan i = 1; finalmente j = 459,

12.13  PenpienTes pe RecTas PARALELAS Y PERPENDICULARES

Calcule la pendiente de CD si (a) AB I cD y la pendiente de AB es Z (b) AB LCD y la pendiente de AB es 3
Soluciones

(@) Por el principio 8, la pendiente de 55 = pendiente de A'ré =

B) Por el principio 10, la pendiente de 573 = e . S =—% = —.
£

pendiente de AB

12.14  APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 9 ¥ 11 A TRIANGULOS Y CUADRILATEROS

Complete cada una de las siguientes proposiciones:

(@) En el cuadrilatero ABCD, si las pendientes de AB, BC. C Dy 5; son 3, —2, 3, ¥ —2, respectivamente, el cuadrila-
tero esun ? .

-— -—
(b) En el triangulo LMP, si las pendientes de LM y MP son 5 y —% entonces LMP es un tridngulo e
Soluciones
(@) Dado que las pendientes de lados opuestos son iguales ABCD es un paralelogramo. Ademas, los valores de las
pendientes de lados adyacentes son reciprocos negativos, por lo tanto estos lados son perpendiculares y ABCD

es un rectangulo.
(b) Dado que los valores de las pendientes de LM y MP son reciprocos negativos, LM L MP y el triangulo es recto.
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12.15 APLICACION DEL PRINCIPIO 12

(@) f-;:é tiene pendiente 2 y los puntos A, B y C son colineales. ;Cuales son los valores de las pendientes de AC y BC?
(b) Calcule y, si G(1,4), H(3,2) y J(9,y) son colineales.

Soluciones

(@ Por el principio 12, AC y BC tienen pendiente 2.

(b) Por el principio 12, la pendiente de GJ = pendiente de GT-!

Por lo tantogL:—% = %} por lo quey_s—d' =%2-= —{,y = — 4,

12.5 LUGARES GEOMETRICOS EN GEOMETRIA ANALITICA

Un lugar geométrico de puntos es el conjunto de puntos, y s6lo esos puntos, que satisfacen una condicion determinada.
En geometria, una recta o curva (o el conjunto de rectas o curvas) en una grafica es el lugar geomeétrico de puntos anali-
ticos que satisfacen la ecuacién de la recta o curva.

Es posible visualizar el lugar geométrico como la trayectoria de un punto gue se mueve de acuerdo con la condicion
dada o como el conjunto de puntos que satisfacen dicha condicion.

Principio 1: el lugar geométrico de los puntos cuya abscisa es una constante k, es una finea paralela al gje y; su
ecuacion es x = k. (Fig. 12-19).

Principio 2: el lugar geométrico de los puntos cuya ordenada es una constante k es una linea paralela al eje x; su
ecuacion es y = k. (Fig. 12-19).

’ e ey
- i i PR
Akl i f
o] I _: :
Fig. 12-19 Fig. 12-20

Principio 3: el lugar geométrico de los puntos cuya ordenada es igual al producto de una constante m por su absci-
sa, es (na linea recta que pasa por el origen; su ecuacion es y = mx.
La constante m es la pendiente de la recta (Fig. 12-20).

Principio4: el lugar geométrico de puntos cuyas ordenadas y abscisas estan relacionadas por alguna de las siguien-
tes ecuaciones:

Y=Y

X — X,

y=mx + b o =m

donde m y b son constantes, es una linea recta (Fig. 12-21).

! = m indica

a3 , . el
En la ecuacion y = mx + b, m es la pendiente y b es la ordenada al origen. La ecuacion
1

que la recta pasa por el punto dado (x,.y,) y tiene pendiente m.
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Fig. 12-22

PRINCIPIOS: el lugar geométrico de punios tales que la suma de los cuadrados de las coordenadas es una constanie.
es un circulo cuyo centro es el origen.

La constante es el cuadrado del radio y la ecuacién del circulo es:

X2 4y o= 2

(Observe la figura 12-22). Notese que para cualquier punto P(x.y) sobre el circulo, x> + y2 = r2

PROBLEMAS RESUELTOS

12.16 APLICACION DE LOS PRINGIFIOS 1 ¥ 2

Graficar y determinar la ecuacién del lugar geometrico de los puntos (a) cuya ordenada es —2; (b) que estdna 3 u
des del eje y; (¢} que son equidistantes de los puntos (3,0) ¥ (5,0).

Soluciones
{a) Del principio 2, la ecuacion es y = —2; [Fig. 12-23(a)]
(b)  Del principio 1, fas ecuaciones son x = 3y x = —3; [Fig. 12-23(b)].

(¢) La ecuacién es x = 4; [Fig. 12-23(c)].

o . W >
: 4
k w3 | =3 =4
z' x 2z ; S x. :
O 3 L] ; 0 [ TTI " !
; : x (3,0} § (5,0) =
_s y==2 0 g 7oA ;
; g i ’.I? i - —
ML i : L4 .
(a) (b) (c)
Fig. 12-23

12.17  APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 3 ¥ 4

Grafique y describa los lugares geométricos cuyas ecuaciones son: {a)- y=x+ 10y =5%;@ H =
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Soluciones

(@) El lugar geométrico es una recta cuya ordenada al origen es 1 y cuya pendiente es §. [Fig. 12-24{a)].
(b) El lugar geométrico es una recta que pasa por el origen y tiene pendiente igual a §. [Fig. 12-24(b)].
(¢) El lugar geométrico es un recta que pasa por el punto (1,1) y tiene pendiente £ [Fig. 12-24(c)].

ol - =

o i - y
- | RS 4 Y
: i
=
L] Ay=3
-a} o ]
Ay =3 ,
z’ Ofrx=2 @* ' @
xr [3] % 4 T E] 1 / 0 2 1
2 v v
(a) (®) (¢)
Fig. 12-24

12.18  APLICACION DEL PRINCIPIO 5

Graficar y obtener la ecuacion del lugar geométrico de los puntos (a) que estan a dos unidades del origen; (b) que estan
a 2 unidades del lugar geométrico de x* + y* = 9.

Soluciones
{a) El lugar geométrico es un circulo cuya ecuacién es x* + y? = 4 [Fig. 12-25(a)].

(b) Ellugar geométrico es un par de circulos cada uno a 2 unidades del circulo con centro en O y radio 3. Sus ecuacio-
nes son x* + y* = 25, x* + y* = 1. [Fig. 12-25(b)].

12.6 AREAS EN GEOMETRIA ANALITICA @ 5

12.6A Area de un Triangulo

Si un lado de un tridngulo es paralelo a cualquier eje coordenado entonces la longitud de ese lado, lo mismo que la
longitud de la altura a ese lado, pueden determinarse rapidamente. En este caso la férmula A = 1bh puede usarse di-
rectamente. Si ningln lado es paralelo a algun eje coordenado entonces, ya sea que:

1. El triangulo puede encerrarse en un rectangulo cuyos lados si son paralelos a los ejes coordenados (Fig. 12-26), o:

2. Se pueden construir trapezoides cuyas bases sean paralelas al eje y al bajar perpendiculares al eje x (Fig. 12-27).
El area del triangulo puede calcularse ahora a partir de las dreas de las figuras asi construidas:

area(rectangulo ADEF) — [area(AABD) + area(ABCE) + area(AACF)].

En la figura 12-28, drea(AABC)

En la figura 12-27, area(AABC) = érea(trapezoide ABED) + area(trapezoide BEFC) — area(trapezoide DFCA).
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12.68  Areo de un cuadrilatere

El método del trapezoide descrito arriba puede extenderse para calcular el 4rea de un cuadrilatero, si se conocen los
vértices.

PROBLEMAS RESUELTOS
12.19. AREA DE UN TRIANGULG CON UN LADO PARALELO A UNO DE Los EJes
Calcular el area de un tridngulo cuyos veértices son A(1.2), B(7,2), C(5,4).

Solucion

De la gréfica del triangulo (Fig. 12-28), se tieneque b = 7—1 = 6yqueh = 4 —2 = 2. Entonces A = jbh = }(6)(2)
= B.
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éx' &
o
Fig. 12-28
12.20 AREea DE UN TRIANGULO SIN LADOS PARALELOS A ALGUN EJE

Calcule el 4rea del AABC cuyos vértices son A(2,4), B(5,8), C(8,2), usando: (a) el método del rectangulo; (b) el método
del trapezoide.
Soluciones

Observe la figura 12-29.
. BE®

Fig. 12-29

h = 6(6) = 36. Entonces:

) =6

Area del AABE = 1bh ) =86
= 9

Area del ABCF = jbh = Y

Por lo tanto: area(AABC) = area(D =,

FC) + area(ADAC + AABE + ABCF) = 36— (8 + 6 + 9)

(b) Area del trapezoide ABHG = ih(b + b) = }(3)(4 + 8) = 18.
Area del trapezoide BCJH = ¥3)(2 + 8) = 15.
Area del trapezoide ACJG = YB)(2 + 4) = 18.
Entonces: area(AABC) = area(ABHG) + area(BCJH) — arealACJG) = 18 + 16— 18 = 15.

12.7 DEMOSTRACION DE TEOREMAS USANDO GEOMETRIA ANALITICA
Muchos teoremas de geometria plana pueden demostrarse con geometria analitica. El procedimiento para probar un

teorema sigue dos pasos principales:




258 GEOMETRIA PLANA 12

1. Colocacidn de cada figura en posicion conveniente en una gréfica. Para un triangulo, un rectangulo o un paralelo-
gramo, coldquense un vértice en el origen y un lado de la figura sobre el eje x. Indiguense las coordenadas de
cada vértice (Fig. 12-30).

Tridngulo Rectangulo Paralelogramo

J i e
Cle, h) - plo.y Clb,h) | Bem b 4, h)

4|00 b B(0,0) b

4

Fig. 12-30

2. Aplicacion de los principios de geometria analitica. Por ejemplo, demuéstrese que las rectas son paralelas proban-
do que sus pendientes son iguales; o que dos rectas son perpendiculares mediante la demostracion de que sus
pendientes son reciprocas negativas entre si. Utilicese la formula del punto medio cuando se involucre en la de-
mostracion el punto medio de un segmento, y Usese la formula de distancia para evaluar la longitud de segmentos.

PROBLEMA RESUELTO

12.21 DEMOSTRACION DE UN TEOREMA MEDIANTE GEOMETRIA ANALITICA

Demuéstrese que las diagonales de un paralelogramo se bisectan entre si.

Solucién

Dados: /7 ABCD, diagonales AC y BD.

Demuéstrese: AC y BD se bisectan entre si.

Plan: Usese la férmula del punto medio para obtener las coordenadas de los puntos medios de las diagonales.

Coloquese el (7 ABCD con el vértice A en el origen y el lado AD a lo largo del eje x (Fig. 12-31). Por lo tanto
los vértices tienen coordenadas A(0,0), B(a.b), Cla+c.b), D{c,0).

Por la farmula del punto medio, el punto medio de AC tiene las coordenadas %{—j, g— mientras las del punto medio
e a+cb
de BD son 5 E)

Por lo tanto, se bisectan las diagonales ya que ambos puntos medios tienen las mismas coordenadas. En conse-
cuencia, son un solo punto.
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Bla, b) G_!:lfrf‘z?’

x 5 a:'
Al©,0) D(c, 0)
Y
Fig. 12-31
Problemas complementarios
Determine las coordenadas de cada punto indicado por una letra en la figura 12-32. (12.1)
¥ !
.E e .C
of
of ...#,,:'3
: -4 -z T O 2z L
g iz — .Kx
ol 4 L
" _4“:?
yl
Fig. 12-32
Grafique cada uno de los puntos siguientes: (12.2)
A(—2,-3) C(0.—1) E(3,~4) G(0,3)
B(—3,2) D{-3,0) F(11,24 H(31,0)

Grafique los siguientes puntos: A(2,3), B(—3,3), C(—3,—2) ¥ D(2,—2). En seguida, caicule el perimetro y el drea
del cuadrado ABCD. (12.3)

Grafique los puntos siguientes: A{4,3), B(—1,3), C(—3,—3), D(2,—3). En seguids, calcule el drea del paralelogramo

ABCD y del triangulo BCD. (12.3, 12.4)
Calcule el punto medio del segmento que une los puntos: (12.5)
(@ (0.0)y (88 (e) (—20,-5)y (0,0) (i) (3.4 y (7.6)

®) 0y E7) (f) 0.4y (0,16) () 28y (412




.|
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i @ (0.0y(812 @ B0y(0-2 k) (79y(33
(d) (14,10) y (0,0) (hy (-10,0)y (0.-5) (n  @-1)y(=2-9
6. Calcule los puntos medios de los lados de los tridngulos cuyos vértices son: (12.5)
(@ (0,0), (8,0), (0,6) (d) (3.5). (6.7 3.11)
?_ (B)  (-6,0), (0,0), (0,10) (€)  (4,0), (0,-6), (~4,10)
| © (12,0), 0,-4), (0,0) O (12, (02), (1-1)
I 7. Calcule los puntos medios de los lados de los cuadriliteros cuyos vértices sucesivos son: (12.5)
(@ (0,0, (0,4), (2,10), (6,0) () (2,0, (0,4), (6,2), (0,—10)

(bJ (—3,5), (—1,9), (7!3}! (5!_1) (d} (_Ssh“?]: {_1=5)r (9:0)! (5,-8)

8. Calcule los puntos medios de las diagonales de los cuadrildteros cuyos vértices sucesivos son: (12.5)
{a&) (0,0), (0,5), (4,12), (8,1) {¢)  (0,-5), (0,1), (4,9), (4,3)
()  (—4-1), (-2,3), (6,1), (2,-8)
9. Calcule el centro de un circulo si los extremos de un didmetro son los puntos! (12.5)
|
@ (0.0)y(-4.6) € (=8.1)y(0,-5) (e) (a.b)y (3a.5b)
) (1,0 y(-5,-12) (@ (0,0 y (2a,2b) (H  (a.2b)y (a,20)
10. Si M es el punto medio de AB, calcule las coordenadas de: (12.5)
' (a) M silas coordenadas de A y B son A(2,5), 8(6,11)
| (b) A si las coordenadas de M y B son M(1,3), B(3,6)

i_ (c) B silas coordenadas de A y M son A(—2,1), M(2,—1)

11. Los puntos de triseccion de AD son B y C. Calcule las coordenadas de: (12.5)
(a) B silas coordenadas de A y C son A(1,2), C(3,5)
(b) D silas coordenadas de B y C son B(0,5), C(14.4)

(c) A si las coordenadas de B y C son B(0,8), C(2,3)

|
:!-i

i2.  A(0,0), B(0,5), C(6,5), D(6.0) son los vértices del cuadrilatero ABGD: (12.6)

(a) Demostrar que ABCD es un rectangulo.
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15.

16.
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() Demostrar que los puntos medios de AC y BD tienen las mismas coordenadas.

() ;Se bisectan entre si las diagonales? ;Por qué?

Los vértices del AABC son A(0,0), B(0,4) y C(6,0).
(@) SiAD es la mediana a BC, calcule las coordenadas de D y las del punto medio de AD.
() Si CE es la mediana a AB, calcule las coordenadas de E y las del punto medio de CE.

(¢) ¢Se bisectan las medianas AD y CE? ;Por qué?

Calcule la distancia entre cada una de las siguientes parejas de puntos.

@ (0.0)y(0)5) (@ (6,-1)y (-6,11) @ (3-4)y (3.4
b) 40y (=20 € (53)y(5.8.4 (h) (ab)y (2a,b)
e) 0,3y (0,7) 157y (6.7)

Calcule las distancias, por parejas, que separan a los siguientes puntos colineales.
(a) (5:_2}: (5=1)= (574) (C} (_4:2): (_31-2)! (0‘2)

) (0,-86), (0,72), (0,12) (@) (0,0), (@b), (3a.b)

Calcule la distancia entre cada una de las siguientes parejas de puntos.

@ 00y (G12) € (3 6yE2 @ GBAY@ET)
(b) (8,4 vy (0,0 h (23 y(-10.12) 0 L)y 3
€ (-6 y((©8) @ 22y(>5 (k) (=3.0)y (0N7)
@ @Ny([F5 (h) (©5) y(-50 (h (a0 y(0a)

Demuestre que los tridngulos con los vértices que se enlistan a continuacion, son isdsceles.
(@ AG5), B(6,9), C(2,6) €) G(5,-5), H(-2,-2), J(8,2)

(b)  D(2,0), E(6,0), F(4,4) @ K70, L(34), M2,—1)

;Cuales de los triangulos cuyos vértices se enlistan abajo son triangulos rectangulos?
(a) A(7,0), B(6,3), C(12.,5) () G(1,-1), H{5,0), J(3,8)

() D(2.0), E(5.2), F(1,8) @) K(-4,0), L(-2,4), M(4,—1)

261

(12.6)

(12.8)

(12.8)

(12.8)

(12.9)

(12.9)

Los vértices del AABC son A(—2,2), B(4,4) y C(8,2). Calcule Ia longitud de la mediana a: (a) AB ; (b) AC ;

{c) BC.

(12.9)
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(@) Losvértices del cuadrilatero ABCD son A(0,0), B(3,2), C(7,7), y D(4,5). Demuestre que ABCD es un paralelo-
gramo. (12.10)

(b) Los vertices del cuadriiatero DEFG son D(3,5), E(1,1), F(5,3), y G(7,7). Demuestre que DEFG es un rombo.

(c) Los vertices del cuadrilatero HJKL son H(0,0), J(4,4), K(0,8), ¥ L(—4,4). Demuestre que HJKL es un cuadra-

do.
Calcule el radio de un circulo cuyo centro esta en: (12.11)
(@  (0,0) y pasa por (—6,8) (@) (2,0) y pasa por (7,~12)
(b)  (0,0) y pasa por (3,—4) (e) (4,3) y es tangente al eje y
(©) (0,0) y pasa por (—5.,5) (f (—1,7) y es tangente a la rec-

tax = —4

Un circulo tiene su centro en el origen vy su radio mide 10. Determine si cada uno de los puntos que se enlistan
a continuacion esta sobre, dentro o afuera del circulo: (2) (6,8); (b) (=6,8); (¢) (0.11); (d) (=10,0); (€) (7,7); (N (—9.4);

(@) (9.419). (12.11)
Calcule la pendiente de la recta que pasa por cada una de las siguientes parejas de puntos: (12.12)
@ (Q0)y(59) @ (-2-3)y(7.15) 0  (B.-9y(00

®) (0,0)y (9.5 h 279y (21) O (0-2)y(8,10)

() (0.0)y (6,15) @ (@B-4)y (568 k) (1,78 y{,-7)

@ (28)y (6,15) (M (0.0)y (—4.8) B B4y (1,2

Calcule la pendiente de la recta cuya ecuacion es: (12.12)
@ y=25%—-4 € y=5x ) By=-12x+6 (m) y=x—3

(b) y=4x-—-3 h y=5 3By =12-2 (M sy=2x-86

© y=-x+5 @ 2y =6x—10 k) y+x=21 ) I

@ y=8-7x (hy 2y = 10x—6 h 2x=12-y P) iy +2x=1
Calcule la inclinacion, hasta la ultima unidad en grados, de cada una de las rectas siguientes: (12.12)
@ y=23x-1 (€) 2y =5x + 10 (&) 5y =5x-23

b) y=3z5x—1 @ y=%5x+5 h y=-3

Calcule la pendiente de una recta cuya inclinacion es: (a) 5°; (b) 17°; (¢) 20°; (d) 35°; (e} 45°; () 73°:

(g) 85°. (12.12)
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Calcule la inclinacion, hasta fas unidades en grados, de una recta cuya pendiente es (a) 0: (D) 0.4663; (c) 1;
(@) 1.4281; (€) & (N = (@) 5 (A) 13 () 2¢ (12.12)

Fig. 12-33

En el hexagono de la figura 12-33, CD || AF. ;Qué lados o diagonales tienen: (a) pendiente positiva; (b) pendiente
negativa; (c) pendiente cero; (d) no tiene pendiente?

Calcule la pendiente de una recta que es paralela a otra cuya pendiente es: (a) 0; (b) no tiene pendiente; (c) 5;

(d) —5; (e) 0.5; () —0.0005. (12.13)
Calcule la pendiente de una recta paralela a otra cuya ecuacion es: (12.13)
@ y=0 ) x=7 (&) y=056¢xk—2 (g 3y—6x =12

) x=0 @ y=7 h x+y=5

Calcule la pendiente de una recta paralela a otra que pasa por (a) (0,0) y (2,3); (b) (2,1} ¥ (5.8); (c) (3,4) y (5.2);

(@ (1,2) y (0,—4) (12.13)
Calcule la pendiente de una recta perpendicular a otra cuya pendiente es: (12.13)
@ 2 € 3 ) 01 @ - @w o

B 1 @ 25 (f = h) =8 )] no tiene pendiente

Calcule la pendiente de una recta perpendicular a otra que pasa por: (a) (0,0) y (0,5); (b) (0,0) y (2,1); (¢) (0,0)
y (3,—1); (d) (1,1) y (3.3) (12.13)

En el rectangulo DEFG, la pendiente de DE es 3. Calcule la pendiente de (a) EF ; (b) FG ; (c) DG.  (12.14)

En el {7 ABCD la pendiente de AB es 1, mientras que la pendients de BE es de —}. Calcule la pendiente de
(a) AD ; (b) CD ; (c) la altura de AD ; (d) la altura de CD. (12.14,

Los vértices del AABC son A(0,5), B(3,7), C(5,—1). ;(Cudl es la pendiente de la altura de: (a) AB ; (b) BC :
(¢) AC? (12.14)
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38.

39.

40.

41.

¢En cual de los siguientes conjuntos, los puntos son colineales: (@) (2,1), (4.4), (8,10); (B) (—1,1), (2,4), (6,8):

GEOMETRIA PLANA

(©) (1,—1), (3,4), (5,8)?

12

]

(12.15)

¢Para qué valores de k son colineales los siguientes puntos: (a) A(0,1), B(2,7), C(B.k); (b) D(—1,5), E(8,k), F(5,11);
(c) G(0.k), H(1,1), i(3,—1)?

(12.15)

Determine la ecuacion de la recta o pareja de rectas que son el lugar geométrico de puntos tales que:

(@)
(b)
(©)
(@)
(e)
0

@)
(h)
)

Defermine la ecuacion del lugar geométrico del centro de un circulo que:

(@)
(b)
()
(@
(e)
()

su abscisa es -5

sU ordenada es 3}

estan a 3 unidades del eje x

estan a 5 unidades abajo del eje x

estan a 4 unidades del eje y

estan a 3 unidades de la recta x = 2

estan a 6 unidades arriba de la recta y = —2
estan a 1 unidad a la derecha del eje y

son equidistantes de las rectas x = 5, x = 13

es tangente al eje x en (8,0)

es tangente al eje y en (0,5)
estangente alas rectas x = 4, x = 8
pasa por el origen y por (10,0)

pasa por (3,7) y por (9,7)

pasa por (3,-2) y por (3.8)

(12.18)

(12.18)

Determine la ecuacidn de la recta o parejas de rectas que son el lugar geométrico de puntos tales que:

(@)

sus coordenadas son iguales
su ordenada es cinco veces mayor que su abscisa
su abscisa es cuatro veces menor que su ordenada

su ordenada excede a su abscisa por 10

(12.16)
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(e) |a suma de sus coordenadas es 12
(H la diferencia de sus coordenadas es 2
(@) son equidistantes del eje x y del eje y

(h) son equidistantes dex + y = 3ydex +y =7

Describa el lugar geométrico de cada una de las siguientes ecuacicnes: (12.17)
@ y=2x+25 (c) }ﬂ=§ & x+y=7
X+ 2 4
=
) L=—5=-4 (@ y=k " =x

Determine la ecuacion de la recta que pasa por el origen y tiene pendiente de: (a) 4; (b) —2; (¢) % (d) —&

(e) O (12.17)
Determine la ecuacién de una recta con ordenada al origen de: (12.17)
(@) 5y pendiente 4- (d) Byesparalelaay = 3x—2

(b) 2y pendiente —3 (8) —3yesparalelaay =7 — 4x

(¢) —1y pendiente } (N Oyesparalelaay—2x = 8

Determine la ecuacion de una recta con pendiente 2 y que pasa por (a) (1,4); (b) (—2,3); () (—4,0); (d) (0,—?)

Determine la ecuacion de la recta que: (12.17)
(a) pasa por el origen y tiene pendiente 4

(b} pasa por (0,3) y tiene pendiente 3

{¢) pasa por (1,2) y tiene pendiente 3.

(d) pasa por (—1,—2) y tiene pendiente ;

(e) pasa por el origen y es paralela a una recta con pendiente 2

(a) Describa el lugar geométrico de la ecuacién x* + y* = 48 (12.18)
(b) Determine la ecuacién del lugar geométrico de los puntos que estan a 4 unidades del origen.
(¢) Determine la ecuacion del lugar geométrico de los puntos a 3 unidades del lugar geométrico de x* + y*

= 25.

Determine la ecuacion del lugar geométrico de los puntos a 5 unidades de: (a) el origen; (b) el circulo x* + ¥
= 16; (¢) el circulo X2 + y* = 49. (12.18)
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¢Cual es el radio de un circulo cuya ecuacion es: (@) X* + y* = 9; (B) x* + ¥* = & (¢) @ + 92 = 36;
(d) x2 + y* = 37 (12.18)

Determine la ecuacion del circulo con centro en el origen y cuyo radio es: (a) 4; (b) 11: (¢) & (d) 1% (8) V' 5;

(W3, (12.18)
Calcule el drea del AABC cuyos vértices son A(0,0) y: (12.19)
(@ B(0,5) y C4,5) (c) B(0.8)y C(-5,8) (e) B(6,2)y C(7.0)

(b) B(05)yC@4,2) (d) B(0.8) y C(-5,12) (H  B(6-5)yC(10,0)

Calcule el area de: (12.19)

(@) un triangulo cuyos vértices son A(0,0), B(3,4) y C(8,0)

(b) un triangulo cuyos vértices son [X{1,1), £(5,6) y F(1,7)

(¢) un rectangulo con vértices adicionales H(2,2), J(2,6) y K(7,2)

(@) un paralelogramo con vértices adicionales L(3,1), M(9,1) y P(5,5).

Calcule el area del ADEF cuyos vértices son D(0,0) y: (a) E(6,4), F(8,2); (b) E(3,2) y F(6,—4); (¢) E(—2,3) ¥
F(10,7) (12.20)

Calcule el area del triangulo cuyos vértices son: (a) (0,0), (2,3) y (4,1): (b) (1,1), (7,3) v (3,8); () (—1,2),(0,-2) ¥
{3.1). (12.20)

Los vértices del AABC son A(2,1), B(8,9) y C(5,7). (a) Calcule el 4rea del AABC. (b) Calcule Ia longitud de AB.
(c) Calcule la longitud de la altura a AB. (12.20)

Calcule el area del cuadrilatero cuyos vértices son: (a) (3,3), (10,4), (8,7) y (5,6); (b) (0.4), (5.8), (10,8) y (14,0);
(c) (0,1), (2,4), (8,10} v (12,2) (12.20)
Calcule el drea del cuadrilatero formado por las rectas: (12.18)
@ x=0x=5y=0y=28

B ¥=0x="Fy=-2%v=5

) x=-8,x=58Yy=3y=-8

(]
o
o

@ x =6,y=0y=x+1

X+ 4

[

=

=<
[

(e) Y= _41y:X!y

fH y=0y=24,y=2x+ 6
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Demuestre cada uno de los incisos siguientes mediante el uso de los principios de geometria analitica:(12.21)

(@)

(B)
)
(@)

€)

)

un segmento de recta que une los puntos medios de dos de los lados de un tridngulo, es paralelo al tercer
lado.

las diagonales de un rombo son perpendiculares entre si.
la mediana a la base de un triangulo isdsceles es perpendicular a la base.

la longitud del segmento de recta que une los puntos medios de dos lados de un triangulo es igual a la
mitad de la longitud del tercer lado.

si los puntos medios de los lados de un rectangulo tomados es sucesion se unen, entonces el cuadrilatero
formado es un rombo.

en un triangulo rectangulo, la longitud de la mediana a la hipotenusa es la mitad de la longitud de la hipote-
nusa.



